Ecuaciones diferenciales

En la dltima seccién de este capitulo se explora la relacién entre
poblaciones de presas y depredadores (tiburones y peces, pulgones y
mariquitas, lobos y conejos) mediante pares de ecuaciones diferenciales.

© Ciurzynski / Shutterstock

Tal vez la mds importante de todas las aplicaciones del cdlculo estd en las ecuaciones
diferenciales. Cuando los fisicos o los cientificos que se ocupan de las ciencias sociales
utilizan el célculo, con frecuencia lo hacen para analizar una ecuacién diferencial que ha
aparecido en el proceso de modelado de algiin fendmeno que estdn estudiando. Aun cuando

a veces es imposible hallar una férmula explicita para la solucién de una ecuacién diferencial,
veremos que hay métodos graficos y numéricos que aportan la informacién necesaria.
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580 CAPiTULO 9 ECUACIONES DIFERENCIALES

m Modelado con ecuaciones diferenciales

Ahora es un buen momento para leer (o volver
a leer) la discusion de un modelo
matematico en la péagina 24.

2
—

FIGURA 1
La familia de soluciones de dP/dt = kP

Al describir el proceso de modelado en la seccion 1.2, se hablé acerca de la formulacién
de un modelo matematico de un problema del mundo real, ya sea por razonamiento intui-
tivo acerca del fendmeno o de una ley fisica en funcion de la evidencia experimental. El
modelo matematico con frecuencia toma la forma de una ecuacion diferencial, es decir,
una ecuacién que contiene una funcién desconocida y algunas de sus derivadas. Esto no es
sorprendente, porque en el problema del mundo real, es comtn observar que ocurran cam-
bios y se desea predecir el comportamiento futuro respecto a como cambian los valores
actuales. Comenzamos por examinar varios ejemplos de cémo surgen las ecuaciones dife-
renciales cuando se modelan fenémenos fisicos.

I Modelos de crecimiento poblacional

Un modelo para el crecimiento de una poblacion se basa en asumir que la poblacion crece
en una cantidad proporcional al tamafio de la poblacién. Esa es una suposicién razonable
para una poblacién de bacterias o animales en condiciones ideales (ambiente ilimitado,
nutricién adecuada, ausencia de depredadores, inmunidad a enfermedad).

Identifiquemos y denotemos las variables en este modelo:

t = tiempo (la variable independiente)

P = nimero de individuos en la poblaciéon (la variable dependiente)

La rapidez de crecimiento de la poblacién es la derivada dP/dt. Asi que la suposicién de
que la rapidez de crecimiento de la poblacion es proporcional al tamafio de la poblacion,
se escribe como la ecuacion

ar

m E kP

donde k es la constante de proporcionalidad. La ecuacién 1 es nuestro primer modelo para
el crecimiento poblacional; es una ecuacién diferencial porque contiene una funcién des-
conocida Py su derivada dP/dt.

Una vez formulado un modelo, se consideran sus consecuencias. Si se descarta una
poblacién de 0, entonces P(f) > 0 para toda t. Asi, si k > 0, entonces la ecuacién 1
muestra que P’(¢) > 0 para toda ¢. Esto significa que la poblacién siempre estd cre-
ciendo. De hecho, cuando crece P(r) la ecuacién 1 muestra que dP/dr se vuelve mas
grande. En otras palabras, la rapidez de crecimiento se incrementa cuando crece la
poblacioén.

Tratemos de pensar en una solucion para la ecuacién 1. La ecuacion nos pide hallar una
funcién cuya derivada sea un multiplo constante de si misma. Sabemos del capitulo 3 que
las funciones exponenciales tienen esa propiedad. De hecho, si establecemos P(f) = Ce*,
entonces

P'(t) = C(ke*") = k(Ce*") = kP(t)

Asi, cualquier funcién exponencial de la forma P(f) = Ce*' es una solucion de la ecuacién
1. En la seccién 9.4 veremos que no hay otra solucion.

Si C es un nimero real, se obtiene la familia de soluciones P(f) = Ce*' cuyas gréficas
se muestran en la figura 1. Pero las poblaciones tienen sélo valores positivos y, por
lo tanto, se estd interesado sélo en soluciones con C > (.Y probablemente se tiene interés



FIGURA 2

La familia de soluciones P(t) = Ce
conC>0yt=0

kt

FIGURA 3
Soluciones de la ecuacion logistica
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s6lo en valores de r mayores que el tiempo inicial # = 0. En la figura 2 se muestran las
soluciones con significado fisico. Si se escribe t = 0, se obtiene P(0) = Ce*® = C, de
modo que la constante C resulta ser la poblacién inicial, P(0).

La ecuacién 1 es apropiada para modelar el crecimiento poblacional en condiciones
ideales, pero se tiene que reconocer que un modelo mas real debe reflejar el hecho de que
un determinado ambiente tiene recursos limitados. Muchas poblaciones comienzan incre-
mentdndose de manera exponencial, pero la poblacién se estabiliza cuando se aproxima a
su capacidad de soporte M (o disminuye hacia M si alguna vez excede a M). Para que un
modelo tome en cuenta ambas tendencias, se hacen dos suposiciones:

P
u o =~ kP si P es pequefia (al inicio, la rapidez de crecimiento es proporcional)

dP
” < 0siP > M (P disminuye si nunca excede a M)

Una expresion simple que incorpora ambas suposiciones es la siguiente ecuacién
dpP P

[2] —=kP| 1 ——
dt M

Observe que si P es pequefia en comparacion con M, entonces P/M se aproxima a 0 y, por
lo tanto, dP/dt = kP. Si P > M, entonces 1 — P/M es negativa y, por tanto, dP/dt < 0.

La ecuacién 2 se llama ecuacion diferencial logistica, y 1a propuso el bidlogo matema-
tico holandés Pierre-Francois Verhulst en la década de 1840 como un modelo para el cre-
cimiento poblacional mundial. En la seccién 9.4 se desarrollaran técnicas que permiten
hallar soluciones explicitas de la ecuacion logistica, pero por ahora se pueden deducir
caracteristicas cualitativas de las soluciones directamente de la ecuacién 2. Primero obser-
varemos que las funciones constantes P(f) = 0 y P(f) = M son soluciones porque, en
cualquier caso, uno de los factores del lado derecho de la ecuacién 2 es cero. (Esto sin duda
tiene sentido fisico: si la poblacién es alguna vez O o esta a la capacidad de soporte, per-
manece asi.) Estas dos soluciones constantes se llaman soluciones de equilibrio.

Si la poblacién inicial P(0) estd entre O y M, entonces el lado derecho de la ecuacién 2
es positivo, por lo tanto dP/dt > 0 y la poblacién crece. Pero si la poblacién rebasa la
capacidad de soporte (P > M), entonces 1 — P/M es negativa, asi que dP/dt < 0y
la poblacién decrece. Observe que, en cualquier caso, si la poblacién tiende a la capacidad
de soporte (P — M), entonces dP/dt — 0, lo que significa que la poblacién se estabiliza.
Asi que se espera que las soluciones de la ecuacién diferencial logistica tengan graficas
que se parecen a las de la figura 3. Observe que las graficas se alejan de la solucién de
equilibrio P = 0 y se mueven hacia la solucién de equilibrio P = M.

soluciones

de equilibrio
=0 /

0 t
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I Modelo para el movimiento de un resorte

Ahora se examina un ejemplo de un modelo de las ciencias fisicas. Consideraremos el
movimiento de un objeto con masa m sujeto en el extremo de un resorte vertical (como en
la figura 4). En la seccién 6.4 se analizé la ley de Hooke que establece que si un resorte se
estira (o comprime) x unidades desde su longitud natural, entonces ejerce una fuerza que
es proporcional a x:

Fuerza de restauraciéon = —kx

donde k es una constante positiva (Ilamada constante del resorte). Si se ignoran las fuerzas
de resistencia externas (debidas a la resistencia del aire o la friccién) entonces, por la
segunda ley de Newton (fuerza es igual a masa por aceleracion), se tiene

@ d’x L
m—- = —kx
dt*

Este es un ejemplo de lo que se llama una ecuacion diferencial de segundo orden porque
involucra segundas derivadas. Veamos qué se puede conjeturar acerca de la forma de la
solucidn directamente de la ecuacion. Podemos reescribir la ecuacion 3 en la forma

d’x k
dt*

que dice que la segunda derivada de x es proporcional a x pero tiene signo opuesto. Se
conocen dos funciones con esta propiedad, las funciones seno y coseno. De hecho, resulta
que todas las soluciones de la ecuacién 3 pueden escribirse como combinaciones de ciertas
funciones seno y coseno (véase el ejercicio 4). Esto no es sorprendente; se espera que el
resorte oscile respecto a su posicion de equilibrio y, por tanto, es natural pensar que estan
involucradas las funciones trigonométricas.

I Ecuaciones diferenciales generales

En general, una ecuacion diferencial es una ecuacién que contiene una funcién descono-
cida y una o mds de sus derivadas. El orden de la ecuacién diferencial es el de la mayor
de las derivadas que aparecen en la ecuacion. Asi, las ecuaciones 1 y 2 son de primer
orden, y la ecuacién 3 es de segundo. En las tres ecuaciones, la variable independiente se
llama ¢ y representa el tiempo, pero en general la variable independiente no tiene que
representar tiempo. Por ejemplo, cuando se considera la ecuacién diferencial

(4] y' = xy

se entiende que y es una funcién desconocida de x.

Una funcién f se 1lama soluciéon de una ecuacién diferencial si la ecuacion se satisface
cuando y = f(x) y sus derivadas se sustituyen en la ecuacién. Asi, f es una solucién de la
ecuacion 4 si

') = xf(x)

para todos los valores de x en algun intervalo.

Cuando se pide resolver una ecuacién diferencial, se espera hallar las posibles solucio-
nes de la ecuacién. Ya se han resuelto algunas ecuaciones diferenciales particularmente
simples, a saber, aquellas de la forma

Yy =fx)



En la figura 5 se muestran las gréaficas de siete
miembros de la familia del ejemplo 1. La
ecuacion diferencial muestra que siy =~ =1,
entonces y’ = 0. Esto se confirma por lo
alisado de las gréficas cercadey = 1y

y=—1
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FIGURA 5
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Por ejemplo, sabemos que la solucién general de la ecuacion diferencial

estd dada por

donde C es una constante arbitraria.

Pero, en general, resolver una ecuacion diferencial no es una tarea facil. No hay técnica
sistemdtica que permita resolver todas las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, en la
seccion 9.2 se verd como dibujar graficas aproximadas de soluciones aun cuando no se
tiene féormula explicita. También se aprenderd como hallar aproximaciones numéricas a
soluciones.

m S 3JOEE Demuestre que cualquier miembro de la familia de funciones

1+ ce!

y_l—ce’

., ., . . 1
es una solucién de la ecuacién diferencial y’ = 5(y* — 1).

SOLUCION Utilizamos la regla del cociente para derivar la expresion para y:

(1 — ce')ce") — (1 + ce')(—ce")

[J—

(1 — ce')?
_ce' — c’e? + ce' + ¥ - 2ce’
(1 — ce")? (1 — ce")?

El lado derecho de la ecuacion diferencial se convierte en

1 1+ ce'\?
- == (—)
o= (1)

1a+ ce')* = (1 — ce')?
2 (1 — ce')?

t 1

l 4ce _ 2ce
2 (I —ce')* (1 —ce)

Por tanto, para todo valor de ¢, la funcién dada es una solucién de la ecuacién
diferencial. .

Al aplicar ecuaciones diferenciales, normalmente no se estd tan interesado en hallar una
familia de soluciones (la solucion general) como en determinar una solucién que satisfaga
algin requerimiento adicional. En muchos problemas fisicos se requiere hallar la solucién
particular que satisface una condicién de la forma y(s) = y,. Esta se llama condicién
inicial, y el problema de hallar una solucién de la ecuacién diferencial que satisface la
condiciodn inicial se llama problema con valores iniciales.

Desde el punto de vista geométrico, cuando se impone una condicién inicial, buscamos
en la familia de curvas solucién una que pase por el punto (7, yo). Fisicamente, esto corres-
ponde a medir el estado de un sistema en el tiempo 7, y usar la solucién del problema con
valor inicial para predecir el futuro comportamiento del sistema.
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I IZETEGFE Encuentre una solucién de la ecuacién diferencial y' = 5(y? — 1) que
satisface la condicién inicial y(0) = 2.

SOLUCION Al sustituir los valores = 0y y = 2 en la férmula

del ejemplo 1, se obtiene

Si esta ecuacion se resuelve para c, se obtiene 2 — 2¢ = 1 + ¢, que da ¢

1+ ce'
y=

1 — ce'

14’ 1+
1—ce® 1-—¢

2

%. Por tanto,

la solucién del problema con valores iniciales es

m Ejercicios

7l+%e'73+e’

= S —
1 —3¢" 3—¢

y

—2x

2 sz 93
1. Demuestre que y = 3¢* + ¢ ** es una solucién de la ecuacion

diferencial y" + 2y = 2e*.

2. Compruebe que y = —1 cos t — t es una solucién del problema
con valores iniciales
dy
t— =y + t’sent =0
Y ()

3. a) (Para qué valores de r la funcién y = e"* satisface la
ecuacion diferencial 2y” + y’" — y = 0?
b) Siriy r, son los valores de r que encontrd en el inciso a),
demuestre que todo integrante de la familia de funciones
y = ae"* + be"* también es una solucion.

4. a) ;Para qué valores de k la funcién y = cos kz satisface la
ecuacion diferencial 4y” = —25y?
b) Para esos valores de k, verifique que cualquier integrante de
la familia de las funciones y = A sen kt + B cos kt también
es una solucién.

5. (Cuales de las siguientes funciones son soluciones de la
ecuacion diferencial y” + y = sen x?

b) y = cosx

d) y= *%x cos X

a) y = senx
c)y= %x sen x
6. a) Demuestre que cualquier integrante de la familia de

funciones y = (In x + C)/x es una solucién de la ecuacién
diferencial x2y" + xy = 1.

b) Ilustre el inciso a) graficando diferentes miembros de la
familia de soluciones en una pantalla comun.

¢) Encuentre una solucién de la ecuacién diferencial que
satisface la condicion inicial y (1) = 2.

d) Determine una solucién de la ecuacién diferencial que
satisface la condicion inicial y(2) = 1.

Se requiere calculadora graficadora o computadora

]
<]

10.

. a) ;(Qué puede decir acerca de una solucion de la ecuacién

’

y" = —y?con s6lo observar la ecuacién diferencial?
b) Compruebe que todos los miembros de la familia

y = 1/(x + C) son soluciones de la ecuacion del inciso a).
c) (Puede pensar en una solucién de la ecuacién diferencial

y" = —y? que no sea un miembro de la familia del inciso b)?
d) Encuentre una solucién del problema con valores iniciales
y =y y(0) =05

. a) ;(Qué se puede decir acerca de la grafica de una solucién de

la ecuacién y’ = xy* cuando x es cercana a 0? ;Qué pasa si
x es grande?

b) Compruebe que todos los miembros de la familia
y = (¢ — x*~'2 son soluciones de la ecuacion
diferencial y' = xy*.

¢) Grafique varios miembros de la familia de soluciones en una
pantalla comun. ;Las gréficas confirman lo que predijo en el
inciso a)?

d) Encuentre una solucion del problema con valores iniciales.

Y =xy? y(0) =2

. Una poblacién se modela mediante una ecuacién diferencial

dP P
—=12p(1-——
dr 4200

a) ¢Para qué valores de P la poblacion es creciente?
b) (Para qué valores de P la poblacién es decreciente?
c) (Cudles son las soluciones de equilibrio?
Una funcién y (¢) satisface la ecuacion diferencial

dy

dt
a) ¢Cuadles son las soluciones constantes de la ecuacion?

=yt —6y® + 5y

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



b) ¢Para qué valores de y es y creciente?
c) (Para qué valores de y es y decreciente?

11. Explique por qué las funciones con las graficas dadas no pueden
ser soluciones de la ecuacién diferencial

dy

— L _12
It ely—1)

a y b) ¥

12. La funcién de la gréfica dada es una solucién de una de las
siguientes ecuaciones diferenciales. Decida cudl es la ecuacién
correcta y justifique su respuesta.

Ay =1+uxy B. yy=-2xy C y =1-2xy

13. Relacione las siguientes ecuaciones diferenciales con las
graficas solucion I-1V. Argumente sus elecciones.
a)y =1+x*+y?

—xi—y?

b) y' = xe

)y = 1777 d) y' = sen(xy) cos(xy)
1 y 11 y
0 X

m Campos direccionales y método de Euler
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III Yy v Yy

14. Suponga que se sirve una taza de café recién preparado con
temperatura de 95 °C en una habitacién donde la temperatura
es de 20 °C.

a) (Cudndo considera que el café se enfria con mds rapidez?
(Qué sucede con la rapidez de enfriamiento a medida que
pasa el tiempo? Explique.

b) La ley de Newton del enfriamiento establece que la rapidez
de enfriamiento de un objeto es proporcional a la diferencia de
temperatura entre el objeto y el medio ambiente, siempre
que esta diferencia no sea muy grande. Escriba una
ecuacion diferencial que exprese la ley de Newton del
enfriamiento para esta situacion particular. ;Cual es la
condicidn inicial? En vista de su respuesta al inciso a),
(considera que esta ecuacion diferencial es un modelo
apropiado para el enfriamiento?

Elabore un bosquejo aproximado de la grafica de la solucién

del problema con valores iniciales del inciso b).

C

~

15. Los psicologos interesados en teoria de aprendizaje estudian
curvas de aprendizaje. Una curva de aprendizaje es la grafica
de una funcién P(f), el desempeiio de alguien que aprende
una habilidad como una funcién del tiempo de capacitacién
t. La derivada dP/dt representa la rapidez a la que mejora el
desempefio.

a) ¢(Cuando considera que P se incrementa con mas rapidez?
(Qué sucede con dP/dt cuando ¢ crece? Explique.

b) Si M es el nivel maximo de desempefio del cual es capaz el
alumno, explique por qué la ecuacién diferencial

P - p)

a k es una constante positiva

es un modelo razonable para el aprendizaje.
¢) Proponga un bosquejo aproximado de una posible solucién
de esta ecuacion diferencial.

Desafortunadamente, es imposible resolver la mayoria de las ecuaciones diferenciales en
términos de una férmula explicita para la solucién. En esta seccién se muestra que, a pesar
de la ausencia de una solucién explicita, atin se puede aprender mucho acerca de la solucién
por un método grafico (campos direccionales) o método numérico (método de Euler).

I Campos direccionales

Suponga que se le pide bosquejar la grafica de la solucién del problema con valores iniciales

y=xty

y(0) =1
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No se conoce una férmula para la solucién, asi que ;cdmo puede bosquejar su grafica?
Considere lo que significa la ecuacion diferencial. La ecuacién y’ = x + y indica que la
pendiente en cualquier punto (x, y) sobre la grafica (llamada curva solucion) es igual
a la suma de las coordenadas x y y del punto (véase figura 1). En particular, debido a que
la curva pasa por el punto (0, 1), su pendiente ahi debe ser 0 + 1 = 1. Asi, una pequeiia
porcién de la curva solucién cerca del punto (0, 1) tiene la apariencia de un corto segmen-
to de recta que pasa por (0, 1) con pendiente 1 (véase figura 2).

Y y
La pendiente La pendiente
en (x;, y)) es en (x,, y,) es '
X+ Y. X+ Y, (0,1)}, Lapendiente en
0,1)es0O+1=1.
0 X 0 X
FIGURA 1 FIGURA 2
La solucién de y"=x +y Comienzo de la curva solucién que pasa por (0, 1)

Como una guia para bosquejar el resto de la curva, se dibujan cortos segmentos de recta
en varios puntos (x, y) con pendiente x + y. El resultado se llama campo direccional y se
muestra en la figura 3. Por ejemplo, el segmento de recta en el punto (1, 2) tiene pendien-
te 1 + 2 = 3. El campo direccional permite ver la forma general de las curvas solucién
indicando la direccién en que proceden las curvas en cada punto.

y y
- =/ /7 7 /A | - =/ /7 7/ Lyl
~—-—-//7 A ~— -/ / /|
NS —- -/ /o N> — — 7 7 1
NN~ — ~ /oL \\\*/(0’/1)////
VNN N — S0 VNN N — S

0 1 2 X 0 1 2 X
VN N N N - =/ /7 7 VN N NN -/ / /
VNV VN ~—-// VUV VAN ~—-//
LS W S WA N~— -/ LS N U A N~— -~/
[ T W W NN~ — ~ [ I U U NN~ — ~
| U W W NN N s — | U O W W NN N N —
FIGURA 3 FIGURA 4
Campo direccional para y' = x+y Curva solucién a través de (0, 1)

Ahora se puede bosquejar la curva solucién a través del punto (0, 1) siguiendo el campo
direccional como en la figura 4. Observe que se ha dibujado la curva para que sea paralela
a segmentos de recta cercanos.

En general, suponga que se tiene una ecuacion diferencial de primer orden de la forma

Yy =Fx,y)

donde F(x, y) es alguna expresion en x y y. La ecuacién diferencial dice que la pendiente
de una curva solucién en un punto (x, y) sobre la curva es F(x, y). Si se dibujan segmentos
cortos de recta con pendiente F(x, y) en varios puntos (x, y), el resultado se llama campo
direccional (o campo de pendientes). Estos segmentos de recta indican la direccion en
que apunta una curva solucion, asi que el campo direccional ayuda a ver la forma general de
estas curvas.
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Module 9.2A muestra campos
direccionales y las curvas solucion para varias

ecuaciones diferenciales.
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v EiEmpLo 1

a) Bosqueje el campo direccional para la ecuacion diferencial y’ = x> + y? — 1.
b) Use el inciso a) para bosquejar la curva solucidn que pasa por el origen.

SOLUCION
a) Se empieza por calcular la pendiente en varios puntos en la tabla siguiente:

x -2 | -1 o1 2| -2]-1]o]1]2
y 0 0 01010 1 1111
Y o=x+yr—1 3 0| -1]0]3 4 10|14

Ahora se dibujan cortos segmentos de recta con estas pendientes en estos puntos. El
resultado es el campo direccional de la figura 5.

b) Empezamos en el origen y nos movemos a la derecha en la direccion del segmento
de recta (cuya pendiente es —1). Continuamos con el trazo de la curva solucion de

modo que se mueva paralela a los segmentos de recta cercanos. La curva solucién
resultante se muestra en la figura 6. Volviendo al origen, se dibuja también la curva
solucién a la izquierda. .

Mientras mds segmentos de recta se dibujen en un campo direccional, mds clara se
vuelve la ilustracién. Por supuesto, es tedioso calcular pendientes y dibujar segmentos de
recta para un enorme niimero de puntos a mano, pero las calculadoras son muy adecuadas
para esta tarea. En la figura 7 se muestra un campo direccional mds detallado dibujado por
computadora para la ecuacién diferencial del ejemplo 1. Permite dibujar, con razonable
exactitud, las curvas solucién mostradas en la figura 8 con intersecciones en y, —2, —1, 0,
ly?2.
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Lrrrrrr¢000010101 LWt yrr4700101011
Frrrrrryprrrrrnd I’/////////’I/
Lo b N

=3 =3
FIGURA 7 FIGURA 8

Ahora veremos cémo los campos direccionales dan una idea de las situaciones fisicas.
El circuito eléctrico simple mostrado en la figura 9 contiene una fuerza electromotriz (por
lo comun una bateria o generador) que produce un voltaje de E(¢) volts (V) y una corrien-
te de I(r) amperes (A) en el tiempo ¢ El circuito también contiene un resistor con una
resistencia de R ohms (£2) y un inductor con una inductancia de L henrios (H).

La ley de Ohm da la caida de voltaje debida al resistor como RI. La caida de voltaje
debida al inductor es L(dI/dr). Una de las leyes de Kirchhoff dice que la suma de las caidas
de voltaje es igual al voltaje suministrado E(f). Asi, se tiene

1
1] Ll RE= B0

que es una ecuacion diferencial de primer orden que modela la corriente / en el tiempo t.
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u Considere que en el circuito simple de la figura 9 la resistencia es 12 (),
la inductancia es 4 H y la bateria da un voltaje constante de 60 V.

a) Dibuje un campo direccional para la ecuacién 1 con estos valores.

b) (Qué se puede decir acerca del valor limite de la corriente?

¢) Identifique las soluciones de equilibrio.

d) Si el interruptor estd cerrado cuando ¢ = 0 de modo que la corriente empieza con
1(0) = 0, use el campo direccional para bosquejar la curva solucién.

SOLUCION
a) Sihacemos L =4, R = 12y E(f) = 60 en la ecuacién 1, obtenemos

dl dl
4— + 121 = 60 0 — = 15— 131
dt dt

El campo direccional para esta ecuacién diferencial se muestra en la figura 10.

1
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
N \ AN \ \ AN N N AN N \ N
6 N N N N N N N NN N NN
e N S ~ TS TSN TN
— = = = = = = ~ = = = =
4 F e e 7 e e 7 g 7 e e 7
/7 / / / / / /7 /7 / /7 / /7
/ / / / / / / / / / / /
/ / / / / / / / / / / /
2+ / / / / / / / / / / / /
/ / / / / / / / / / / /
/ / / / / / / / / / / !
/ / ! / / ! / / ! / / !
0 ro0r 01 0 0 02 0 0 1 3t
FI G U RA 1 0 1 1 ! 1 1 ! 1 1 ! 1 1 1
b) Del campo direccional se ve que las soluciones se aproximan al valor 5 A, es decir,
lim I(r) = 5
t—»
c) En la funcién constante /(f) = 5 se ve que es una solucién de equilibrio. De hecho,
esto se puede comprobar de manera directa a partir de la ecuacién diferencial
dl/dt = 15 — 31. Si I(r) = 5, entonces el lado izquierdo es dI/dt = 0 y el lado derecho
es 15 — 3(5) = 0.
d) Usamos el campo direccional para bosquejar la curva solucién que pasa por (0, 0),
como se muestra en color rojo en la figura 11.
1
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/ / / / / / / / / / / /
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Observe en la figura 10 que los segmentos de recta a lo largo de cualquier recta
horizontal son paralelos. Eso es porque la variable independiente ¢ no aparece del lado



curva solucién

FIGURA 12
Primera aproximacién de Euler

Euler

Leonhard Euler (1707-1783) fue el principal
matemético de mediados del siglo xviy

el mas prolifico de todos los tiempos. Nacié

en Suiza pero pasé casi toda su carrera en las
academias de ciencias apoyadas por Catalina la

Grande en San Petersburgo y Federico el Grande
en Berlin. Las obras de coleccion de Euler llenan

cerca de 100 grandes volimenes. Como dijo el
fisico francés Arago, “Euler calculaba sin
aparente esfuerzo como los hombres respiran o
como las guilas se sostienen en el aire”. Los

célculos y escritos de Euler no disminuyeron por

cuidar de sus 13 hijos ni estar totalmente ciego
los dltimos 17 afios de su vida. De hecho, ya
ciego, dictaba sus descubrimientos a sus
ayudantes gracias a su prodigiosa memoria e
imaginacion. Sus tratados de célculo y de casi
todos los otros temas de matematicas fueron
guia para la instruccién en matematicas, y la
ecuacion e’™ + 1 = 0 que €él descubrid redne
los cinco ndmeros méas famosos de todas las
mateméticas.
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derecho de la ecuacién I' = 15 — 3I. En general, una ecuacién diferencial de la forma

Yy =fO)

en la que falta la variable independiente en el lado derecho, se llama auténoma. Para tal
ecuacion, las pendientes correspondientes a dos puntos distintos con la misma coordenada
y deben ser iguales. Esto significa que si se conoce una solucién para una ecuacién dife-
rencial auténoma, entonces se puede obtener infinitamente muchas otras desplazando sélo
la grifica de la ecuacién conocida a la derecha o a la izquierda. En la figura 11 se han
mostrado las soluciones que resultan de desplazar la curva solucién del ejemplo 2 una o
dos unidades de tiempo (a saber, segundos) a la derecha. Corresponden a cerrar el interrup-
torcuandot = 1ot =2.

I Método de Euler

La idea baésica detras de los campos direccionales se puede usar para hallar aproximacio-
nes numéricas a soluciones de ecuaciones diferenciales. Se ilustra el método en el proble-
ma con valor inicial que se emple6 para introducir campos direccionales:

y@)=1

La ecuacién diferencial dice que y'(0) = 0 + 1 = 1, asf que la curva solucién en el punto
(0, 1) tiene pendiente 1. Como una primera aproximacion a la solucién se podria usar la
aproximacion lineal L(x) = x + 1. En otras palabras, se podria usar la recta tangente en
(0, 1) como aproximacién a la curva solucion (véase figura 12).

La idea de Euler era mejorar esta aproximacion procediendo sélo una corta distancia a
lo largo de esta recta tangente y luego hacer una correccién a mitad de curso cambiando
la direccién como indica el campo direccional. En la figura 13 se muestra lo que suce-
de si se comienza a lo largo de la recta tangente pero se detiene cuando x = 0.5. (Esta
distancia horizontal recorrida se llama tamariio de paso.) Puesto que L(0.5) = 1.5, se tiene
¥(0.5) = 1.5 y se toma (0.5, 1.5) como el punto de partida para un nuevo segmento de
recta. La ecuacion diferencial indica que y'(0.5) = 0.5 + 1.5 = 2, de modo que se usa la
funcién lineal

y=x+y

y=15+2x—-05=2x+05

como una aproximacion a la solucién para x > 0.5 (el segmento verde en la figura 13). Si
se reduce el tamaifio de paso de 0.5 a 0.25, se obtiene una mejor aproximacién de Euler
mostrada en la figura 14.

y y
1 | 1
11.5
! ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.5 X 0 0.25 1 X
FIGURA 13 FIGURA 14

Aproximacién de Euler con tamafio de paso 0.5  Aproximacion de Euler con tamaiio de paso 0.25

En general, el método de Euler propone empezar en el punto dado por el valor inicial y
avanzar en la direccion indicada por el campo direccional. Deténgase después de un corto
tiempo, examine la pendiente en la nueva ubicacién y avance en esta direccion. Continde
deteniéndose y cambiando la direccién de acuerdo con el campo direccional. El método de
Euler no produce la solucién exacta para un problema con valor inicial, da aproximacio-
nes. Pero al disminuir el tamafio de paso (y por tanto se incrementa el nimero de las
correcciones de mitad de curso), se obtienen aproximaciones cada vez mejores a la solu-
cion exacta. (Compare las figuras 12, 13y 14.)
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y
pendiente = F(x,, y,)
(X1, y1)
hF(xq, yo)
— h
Yo
0 X X x
FIGURA 15

Module 9.2B muestra cémo funciona
el método de Euler desde el punto de vista
numérico y visual para diversas ecuaciones
diferenciales y tamafios de paso.

Los paquetes de software que producen
soluciones numéricas a ecuaciones diferenciales
son refinaciones del método de Euler. Aunque
el método de Euler es simple y no es preciso,
se trata de la idea basica de la cual parten
métodos mds precisos.

Para el problema general con valores iniciales de primer orden y’ = F(x, y), ¥ (xo) = Yo,
nuestro objetivo es encontrar valores aproximados para la solucién en niimeros igualmen-
te espaciados xo, x| = xo + h, x, = x; + h,..., donde & es el tamafio de paso. La ecuacién
diferencial nos dice que la pendiente en (xo, yo) €s y' = F(xo, Yo), de modo que la figura 15
muestra que el valor aproximado de la solucién cuando x = x; es

yi = yo + hF(xo,y0)
De manera similar, Y2 =y + hF(x1,y1)

En general, Yo = Yu-1 T hF(Xp-1, Yu-1)

Método de Euler Los valores aproximados para la solucién del problema con valor
inicial y' = F(x, y), y (xo) = yo, con tamaifio de paso &, en x, = x,—; + h, son

Yn = Yn-1 + hF(xnflyynfl) n = 1,2,3,...

FFETINE] Use el método de Euler con tamaiio de paso 0.1 para construir una tabla de
valores aproximados de la solucién del problema con valor inicial

y=xt+ty y@O)=1
SOLUCION Se tiene que 7 = 0.1, x, = 0, yo = 1 y F(x, y) = x + y. Asi que tenemos
yi =Yyo + hF(x0,y0) =1+ 0.1(0 + 1) = 1.1
Yo =y + hF(x;,y;) = 1.1 + 0.1(0.1 + 1.1) = 1.22
yi=y» + hF(x2,y,) = 122 + 0.1(0.2 + 1.22) = 1.362

Esto significa que si y(x) es la solucién exacta, entonces y(0.3) = 1.362.
Procediendo con calculos similares, se obtienen los valores de la tabla:

n Xn Vi n X Vu
1 0.1 1.100000 6 0.6 1.943122
2 0.2 1.220000 7 0.7 2.197434
3 0.3 1.362000 8 0.8 2.487178
4 0.4 1.528200 9 0.9 2.815895
5 0.5 1.721020 10 1.0 3.187485
|

Para una tabla mds exacta de valores del ejemplo 3, se podria disminuir el tamafio de
paso. Pero para un gran nimero de pasos pequefios, la cantidad de cdlculos es considerable
y, por tanto, se requiere programar una calculadora o computadora para realizarlos. En la
siguiente tabla se muestran los resultados de aplicar el método de Euler con tamafio de
paso decreciente al problema con valor inicial del ejemplo 3.

Tamafio Estimacion de Euler Estimacion de Euler
de paso de y(0.5) de y(1)

0.500 1.500000 2.500000

0.250 1.625000 2.882813

0.100 1.721020 3.187485

0.050 1.757789 3.306595

0.020 1.781212 3.383176

0.010 1.789264 3.409628

0.005 1.793337 3.423034

0.001 1.796619 3.433848




FIGURA 16
Aproximaciones de Euler que
tienden a la solucién exacta
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Observe que las estimaciones de Euler en la tabla al parecer son limites de aproxima-
cion, es decir, los valores verdaderos de y(0.5) y y(1). En la figura 16 se muestran las
gréficas de las aproximaciones de Euler con tamafios de paso 0.5, 0.25, 0.1, 0.05, 0.02,
0.01 y 0.005. Cuando el tamafio de paso & se aproxima a 0, la tendencia es hacia la curva
solucién exacta.

2 IZEIENER En el ejemplo 2 se examind un circuito eléctrico simple con resistencia
12 Q, inductancia de 4 H y una bateria con voltaje de 60 V. Si el interruptor estd cerrado
cuando ¢ = 0, se modela la corriente / en el tiempo ¢ mediante el problema con valor
inicial

—=15-13] 10) =0
" 0)

Estime la corriente en el circuito medio segundo después de que se cierra el interruptor.

SOLUCION Usamos el método de Euler con F(t, 1) = 15 — 31, t, = 0, I, = 0 y tamafio de
paso h = 0.1 segundo:

L =0+01(15-3-0 =15

b

15+ 0.1(15-3-15)=255

L=255+0.1(15 — 3-2.55) = 3285

I, =3285 + 0.1(15 — 3 - 3.285) = 3.7995

Is =3.7995 + 0.1(15 — 3 - 3.7995) = 4.15965

Asf que la corriente después de 0.5 s es

1(0.5) = 4.16 A -
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m Ejercicios

1. Se muestra un campo direccional para la ecuacion diferencial 5y =x+y-—1 6. y = senxseny
y' = x cos my.

. ) . . 11
a) Bosqueje las graficas de las soluciones que satisfacen las
condiciones iniciales dadas.
i) y(0)=0 ii) y(0) = 0.5
iii) y(0) =1 iv) y(0) = 1.6
b) Encuentre todas las soluciones de equilibrio. — =g O X
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2. Se muestra un campo direccional para la ecuacién diferencial 1. Use el campo direccional marcado con II (arriba) para bosquejar

las graficas de las soluciones que satisfacen las condiciones

y' = tan(3my). A5
iniciales dadas.

a) Bosqueje las graficas de las soluciones que satisfacen las

. o 0)=1 b) y(0)=2 0)=-1
condiciones iniciales dadas. 2) (O ) yO) ©) y©
Dy =1 i) y(0) =02 8. U.tilif:e el cam/po direccio.rial marcaqo con IV (de an.il.)a) para
iii) y(0) =2 ) y(1) =3 fh‘.bL}]ar las gréficas soluf:lon que satisfacen las condiciones
) o iniciales que se proporcionan.
b) Encuentre todas las soluciones de equilibrio. a) y(0) = —1 b) y(0) =0 ) y(0) =1
9-10 Bosqueje un campo direccional para la ecuacién diferencial.
j Después empléelo para bosquejar tres curvas solucién.
NN NN NN 9 v =1y 0.y = -yt
NN NN NN NN
A S U A O Y W W A
[ A S 1 A A
RV ~ irecci i6n diferenci
S S S 11-14 Bosqueje el campo direccional de la ecuacién diferencial.
Y R Después utilicelo para bosquejar una curva solucién que pasa por el
— o~ o~ — o~ — = = - = =~ punto dado.
NN OON NN NI Y N N N NN
N NN NN AN NN , )
‘\ ‘\ \‘ \‘ ‘\ ‘\] \‘ \‘ ‘\ ‘\ \‘ \‘ MmNy =y—2x, (1,0) 12. y = xy — x%, (0,1)
/A A N VA A
A A A A VA 13. y =y +xy, (0,1) 14. y' =x+y% (0,0)
s I IS T VR s I I 7
_'2 _'1 0 i i X
15-16 Use un sistema algebraico computarizado para dibujar un
campo direccional para la ecuacion diferencial dada. Imprimalo y
) o ) ) ) bosqueje sobre €l la curva solucién que pasa por (0, 1). Después use
3-6 Relacione cada ecuacién diferencial con su campo direccional el SAC para dibujar la curva solucién y compdrela con su bosquejo.
(marcado I-IV). D€ razones para su respuesta. 15. y' = x’seny 16, v = x(y? — 4)
.y =2—-y 4. v =x(2 —y)

Se requiere calculadora graficadora o computadora Se requiere sistema algebraico computarizado 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



17.

18.

19.

20.

Use un sistema algebraico computarizado para trazar un
campo direccional para la ecuacién diferencial y' = y* — 4y.
Imprimalo y trace sobre €l soluciones que satisfacen la
condicién inicial y(0) = ¢ para varios valores de c. ;Para qué
valores de ¢ existe 1im, .. y(¢)? ;Cudles son los posibles valores
para este limite?

Trace un bosquejo aproximado de un campo direccional para la
ecuacion diferencial auténoma y’ = f(y), donde la grifica de f

es como se muestra. ;Como depende el comportamiento limite
de las soluciones del valor de y(0)?

1)

NS

a) Use el método de Euler con cada uno de los siguientes
tamafios de paso para estimar el valor de y(0.4),
donde y es la solucion del problema con valores iniciales
Y =yy0) =1
i) h=04 ii) h=0.2 iii) h = 0.1

b) Se sabe que la solucién exacta del problema con valores
iniciales del inciso a) es y = e*. Dibuje, de la manera
mds exacta posible, la grificade y = e*, 0 = x < 0.4,
junto con las aproximaciones de Euler usando el tamafio
de paso del inciso a). (Sus bosquejos deben asemejarse a
las figuras 12, 13 y 14.) Use sus bosquejos para decidir
si sus estimaciones del inciso a) son subestimaciones o
sobreestimaciones.

¢) El error en el método de Euler es la diferencia entre el
valor exacto y el valor aproximado. Encuentre los errores
cometidos en el inciso a) al usar el método de Euler para
estimar el valor verdadero de y(0.4), es decir, ¢**. ;Qué
sucede con el tamaiio del error cada vez que el tamafio de
paso se reduce a la mitad?

Se muestra un campo direccional para una ecuacion diferencial.
Dibuje, con una regla, las gréficas de las aproximaciones de
Euler a la curva solucién que pasa por el origen. Use tamafios
de paso h = 1y h = 0.5. ;Las estimaciones de Euler serdn
subestimaciones o sobreestimaciones? Explique.

\
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21.

22.

23.

24.

shc 26.

21.
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Use el método de Euler con tamaiio de paso 0.5 para calcular
los valores de y aproximados yi, y,, y3 ¥ ys de la solucién del
problema con valor inicial y' =y — 2x, y(1) = 0.

Use el método de Euler con tamaiio de paso 0.2 para estimar
y(1), donde y(x) es la solucion del problema con valores
iniciales y’ = xy — x2, y(0) = 1.

Use el método de Euler con tamaiio de paso 0.1 para estimar
¥(0.5), donde y (x) es la solucién del problema con valores
iniciales y’ =y + xy, y(0) = 1.

a) Use el método de Euler con tamafio de paso 0.2 para
estimar y (0.4), donde y (x) es la solucién del problema con
valores iniciales y' = x + y?2 y(0) = 0.

b) Repita el inciso a) con tamaiio de paso 0.1.

. a) Programe una calculadora o computadora a fin de usar

el método de Euler para calcular y(1), donde y(x) es la
solucién del problema con valores iniciales

d
o + 3x%y = 612

0) =3
I ¥(0)
h=1 i) h=0.1

iii) h=0.01 iv) h = 0.001

X

b) Compruebe que y = 2 + ¢~ " es la soluci6n exacta de la
ecuacioén diferencial.

¢) Encuentre los errores de usar el método de Euler para calcular
y(1) con los tamaios de paso del inciso a). ;Qué sucede con

el error cuando se divide entre 10 el tamafo de paso?

a) Programe un sistema algebraico computarizado, usando el
método de Euler con tamafio de paso 0.01, para calcular
y(2), donde y es la solucion del problema con valor inicial

yo=x—y y(0) =1
b) Compruebe su trabajo por medio del SAC para dibujar la
curva solucion.

En la figura se muestra un circuito que contiene una fuerza
electromotriz, un capacitor con una capacitancia de C faradios
(F) y un resistor con una resistencia de R ohms ({)). La caida
de voltaje en el capacitor es Q/C, donde Q es la carga (en
coulombs, C), de modo que en este caso la ley de Kirchhoff da

0

RI + — = E(¢t
C (1)
Pero I = dQ/dt, asi que se tiene
dQ 1
R— +—0Q=E
% ¢ @ (1)

Suponga que la resistencia es 5 (), la capacitancia es 0.05 F y

la bateria da un voltaje constante de 60 V.

a) Dibuje un campo direccional para esta ecuacion diferencial.

b) ¢Cuadl es el valor limite de la carga?

c) (Hay una solucién de equilibrio?

d) Si la carga inicial es Q(0) = 0 C, use el campo direccional
para bosquejar la curva solucion.
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e) Si la carga inicial es Q(0) = 0 C, emplee el método de 28. En el ejercicio 14 en la seccién 9.1 se considero una taza de
Euler con tamafio de paso 0.1 para estimar la carga después café a 95 °C en una habitacién a 20 °C. Suponga que se sabe

de medio segundo.

que la taza de café se enfria a razén de 1 °C por minuto cuando
su temperatura es 70 °C.
a) En este caso, ;en qué se convierte la ecuacion diferencial?

®

b) Bosqueje un campo direccional y utilicelo para trazar la
curva solucion para el problema con valores iniciales. ;Cudl
R es el valor limite de la temperatura?
¢) Use el método de Euler con tamafio de paso # = 2 minutos para
estimar la temperatura del café después de 10 minutos.

m Ecuaciones separables

La técnica para resolver ecuaciones diferenciales
separables fue utilizada primero por James
Bernoulli (en 1690) para resolver un problema
acerca de péndulos y por Leibniz (en una carta
a Huygens en 1691). John Bernoulli explico el
método general en un documento publicado

en 1694.

Se han considerado ecuaciones diferenciales de primer orden desde un punto de vista
geométrico (campos direccionales) y desde un punto de vista numérico (método de Euler).
(Qué hay acerca del punto de vista simbdlico? Serfa bueno tener una férmula explicita
para una solucién de una ecuacién diferencial. Desafortunadamente, eso no siempre es
posible. Pero en esta seccién se examina cierto tipo de ecuacion diferencial que se puede
resolver de manera explicita.

Una ecuacién separable es una ecuacién diferencial de primer orden en que la expre-
sién para dy/dx se puede factorizar como una funcion de x y una funcién de y. En otras
palabras, se puede escribir en la forma

4 _

= gf ()

El nombre separable viene del hecho de que la expresion del lado derecho se puede “sepa-
rar” en una funcién de x y una funcién de y. De manera equivalente, si f(y) # 0, se podria
escribir

dy _ 9
[ dx  h(y)

donde h(y)= 1/f(y). Para resolver esta ecuacion se reescribe en la forma diferencial
h(y) dy = g(x) dx

de modo que las y estén de un lado de la ecuacién y las x estén del otro lado. Después se
integran ambos lados de la ecuacion:

2] fh(y) dy = fg(X) dx

La ecuacién 2 define y implicitamente como una funcién de x. En algunos casos se podria
resolver para y en términos de x.
Se emplea la regla de la cadena para justificar este procedimiento: si & y g satisfacen [2],

entonces
d d
T (f h(y) dy) == <j g(x) dx)
por tanto, diy <j h(y) dy)% =g(x)
y n) 2 = 9

Asi, se satisface la ecuacion 1.



La figura 1 muestra las gréficas de varios
miembros de la familia de soluciones de la
ecuacion diferencial del ejemplo 1. La solucién
del problema de valor inicial del inciso b) se
muestra en rojo.

AL
»

FIGURA 1

Algunos sistemas algebraicos computacionales
grafican curvas definidas por ecuaciones
implicitas. En la figura 2 se muestran las
gréficas de varios miembros de la familia

de soluciones de la ecuacién diferencial del
ejemplo 2. Como se ve en las curvas de
izquierda a derecha, los valores de C son 3, 2,
1,0, -1, =2y —3.

FIGURA 2
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2

L . od
a) Resuelva la ecuacion diferencial @ _ x_2
dx y
b) Encuentre la solucion de esta ecuacion que satisface la condicién inicial y (0) = 2.
SOLUCION
a) Se expresa la ecuacién en términos de diferenciales y se integran ambos lados:

y2dy = x*dx
fyzdy = f x*dx
3y =5+ C

donde C es una constante arbitraria. (Se podria haber usado una constante C; del
lado izquierdo y otra constante C, del lado derecho. Pero luego se combinan estas dos
constantes al escribir C = C, — C}.)

Al despejar y, se obtiene

y=YFT3C

Se podria dejar la solucién de esta manera o se podria escribir en la forma

y=IFTE

donde K = 3C. (Puesto que C es una constante arbitraria, K también lo es.)

b) Si hacemos x = 0 en la solucién general del inciso a), se obtiene y(0) = i/f . Para
satisfacer la condicidn inicial y(0) = 2, se debe tener {/f = 2, por tanto, K = 8. Asf, la
solucién del problema con valores iniciales es

y= VT TS —
o Cody 6x2
u m Resuelva la ecuacion diferencial — = ——.
dx 2y + cosy

SOLUCION Al escribir la ecuacién en forma diferencial e integrar ambos lados, se tiene

(2y + cos y)dy = 6x?dx
j (2y + cos y)dy = f 6x?dx
[3] y>+seny=2x*+C

donde C es una constante. La ecuacion 3 da la solucién general en forma implicita. En
este caso, es imposible resolver la ecuacion para expresar y de forma explicita como una
funcién de x. ||

m Resuelva la ecuacién y' = x2y.

SOLUCION Primero se reescribe la ecuacién utilizando la notacién de Leibniz:

dy
dx

2

=x7y
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Siuna solucion y es una funcion que satisface  Si y # 0, podemos reescribirla en forma diferencial e integrar:
y(x) # 0 para alguna x, se deduce del teorema
de unicidad para soluciones de ecuaciones dy

diferenciales que y (x) = 0 para toda . — = x2dx y#0
y
d
J Y _ szdx
y

3

mmz%+c

Esta ecuacidn define y de manera implicita como una funcién de x. Pero en este caso
podemos resolverla de forma explicita para y como sigue:

(x3/3)+C C_ x3

ly| =embl=e =e%

por tanto,
Ce X3

y = *e

Se verifica facilmente que la funcién y = 0 es también una solucién de la ecuacién
diferencial dada. Asi, se puede escribir la solucién general en la forma

y= Ae*

donde A es una constante arbitraria (A = ¢“0A = —e“0A = 0). ||

6
[ A /A
| A B /A
[ Y e /|
. . . [ VA4 /0
En la figura 3 se muestra un campo direccional Y ]
para la ecuacion diferencial del ejemplo 3. L1 ss /o
< - VAV AV arard Yawawi
Compdrelo con la figura 4, en la que se usa la o ] -y )
ecuacion y = Ae*"’? para graficar soluciones + + + + —2
. . N~ === Of - - —f -~ x
para varios valores de A. Si emplea el campo RN
direccional para bosquejar curvas solucién con VAANS S S oSS N NV
int i :5,2,1, -1y =2 PAYMANANSE ST m AL
merse_ccmneseny. 2,01, _Y , Se R E MLV SR
asemejaran a las curvas de la figura 4. NN e A A
PV VvV VNN ~S=—F=>~N NV Vv
L T T T N N 3R it N W W W B |
—6
FIGURA 3 FIGURA 4
R u 230[J0EE En la seccion 9.2 se modeld la corriente I(f) en el circuito eléctrico

mostrado en la figura 5 mediante la ecuacién diferencial
® L

O
interruptor

dl
L— + RI=E(1)
dt

Encuentre una expresion para la corriente en un circuito donde la resistencia es 12 (), la
FIGURA 5 inductancia es 4 H, una bateria que da un voltaje constante de 60 V y el interruptor cierra
el circuito en t = 0. ;Cudl es el valor limite de la corriente?

SOLUCION Con L = 4, R = 12 y E(f) = 60, la ecuacién se convierte en

dl dl
4— + 121 = 60 —=15-3I
dt © dt



En la figura 6 se muestra como la solucién del
ejemplo 4 (la corriente) se aproxima a su valor
limite. La comparaci6n con la figura 11 de la
seccion 9.2 muestra que se pudo dibujar una
curva solucién bastante exacta a partir del
campo direccional.

0 2.5

FIGURA 6
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y el problema con valor inicial es

dl
—=15-3I 10) =0
’ 0)

Esta ecuacion es de variables separables y se resuelve como sigue:

1
jﬁ=fdz (15 = 31 #0)
—3n[15=3I|=t+C
[15 = 31| = 739
15 — 3] = *¢ 3% 3 = Ae™™

I=5—3Ae™

Puesto que /(0) = 0, se tiene 5 — %A = 0, de modo que A = 15 y la solucién es

I(t) =5 —5¢*
La corriente limite, en amperes, es
limI(t) =1im (5 — 5¢ ) =5 —5lime™* =5-0=5 [

I Trayectorias ortogonales

Una trayectoria ortogonal de una familia de curvas es una curva que corta ortogonal-
mente cada curva de la familia, es decir, en dngulos rectos (véase figura 7). Por ejemplo,
cada miembro de la familia y = mx de rectas que pasan por el origen es una trayectoria
ortogonal de la familia x> + y* = r? de circunferencias concéntricas con centro en el origen
(véase figura 8). Se dice que las dos familias son trayectorias ortogonales entre si.

trayectoria
ortogonal

FIGURA 7 FIGURA 8

I EEETENES Encuentre las trayectorias ortogonales 